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$\mathrm{Z}_{p}$ $\mathrm{Z}_{p^{k+1}}$ Hensel $\mathrm{Z}_{p^{k+1}}$
$\mathrm{Z}$
Stepl [ $\mathrm{Z}_{p}$ ]
$p$ $F(X)$ $dF/dX$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}(F, dF/dX)$
Berlekamp ( 4 ) $\mathrm{Z}_{p}$ $F$
.
$F(X)\equiv F_{1}((0)X)\cdots F_{r}(0)(X)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$ (3)




$|b_{0}|+|b_{1}|+\cdot\cdot..+|b_{q}|\leq B\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=$ $2^{q}||F(X)||_{2}$ (4)
$k$ $p^{k+1}\geq 2B$ Hensel
$F(X)\equiv F_{1}^{(k)k}(x)\cdots F_{r}^{()}(X)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{k+1})$ (5)
1) ( 06558037)
986 1997 110-117 110
Step3 [ ] ..
$\{1, F_{1}^{(k},\cdot,.F_{r}F(k).\}\rangle.\cdot$. ( $G(.X..)$ )
. . .
1. [ ] $G(X)$ .




3. $G(X)$ – $F(X)$ $\mathrm{Z}$
( ) $F(X)$







$\text{ _{ } _{ } ^{ }}$
.
(2) $b_{i}(i=1,2, \cdots, q)$ $B_{i}’$ ( 7
) :
$|b_{i}|\leq B_{i}’\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=|a_{0}|(\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{i}\mathrm{n}\{\overline{z}_{1},\tilde{Z}2\})i$ (6)
4, $z_{2}^{-}$ $F(X)$ ( 7
)
$\overline{z}_{1}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=1+\frac{\max\{|a_{1}|,\cdots,|a_{d}|\}}{|a_{0}|}$ (7)
$\overline{z}_{2}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}=\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{X}\{\sqrt[j]{m|a_{j}|/|a0|}|j=1,2, \cdot, . , d\}$ (8)
$m$ $a_{1},$ $a_{2},$ $\cdots,$ $a_{d}$ $0$
$i$
$B$ ( . (6) $|a_{0}|$
$G(\dot{X})$ $\overline{G}(X)$ ) ..
$|b_{i}|$ ‘ 2
$|b_{1}|$ $B_{1}’$ $B_{i}’$ $B_{1}’$ 1
111
3. 3 ( 1 )
Step3 $\{1, F_{1}^{(k}, \cdot\cdot, F^{(}k\rangle\})r$ ( $G(X)$ )
$G(X)$ 2 $B_{1}’$ $G$
2
$F_{1}^{(k)}\cdots F_{m}^{(k}$ ) 2 $\equiv a_{0}\mathrm{x}\sum_{i=1}m[.F^{(k)}i$ 2





1. [ 2 ] $\{1, F_{1}^{(k\rangle.(},.\cdots, Fk)\}r$ 2 $G(X)$ 2
$b_{1}$
2. [ 2 ]
$|b_{1}|>B_{1}’$ $G(X)$ ( )
$|b_{1}|\leq B_{1}’$
3. [ ] $G(X)$ . $\cdot$ : ... $\cdots$... ’.
4. [ ] $G(X)$ $F(X)$ $G(X)$ $F(X)$
$\mathrm{Z}$ $G(X)$
5. $G(\dot{X})$ – $F(X)$ $\mathrm{Z}$
$P^{k+1}$ $B_{1}’$ : $B_{1}’/p^{k+1}=\eta\leq 1$ $G(X)$ 2
$b_{1}$ $G(X)$ $F(X)$ $\mathrm{Z}$ $[-p^{k+1}/2,p^{k+1}/2]$













3 2 8 2 20
$\text{ }$ 1 Swnnerton-Dyer Polynomial
$\theta^{1}\mathrm{J}1$ $\mathrm{F}$ $:=$ 1767274722 $\mathrm{x}^{\wedge}20+$ 1675546029 $\mathrm{x}^{\wedge}19+$ 1647418052 $\mathrm{x}^{\wedge}18$
$+$ 1388290519 $\mathrm{x}^{arrow}17+$ 1644289366 $\mathrm{x}^{\wedge}16+$ 1149758321 $\mathrm{x}^{\wedge}15$
$+$ 2111915288 $\mathrm{x}^{\wedge}14+$ 790425851 $\mathrm{x}^{\wedge}13+$ 595337866 $\mathrm{x}^{\wedge}12+$ 836760821 $\mathrm{x}^{\wedge}11$
$+$ 180171308 $\mathrm{x}^{\wedge}10+$ 267834847 $\mathrm{x}^{arrow}9+$ 1062517886 $\mathrm{x}^{\wedge}8+$ 486256185 $\mathrm{x}^{\wedge}7$
$+$ 1508029952 $\mathrm{x}^{-}6+3688\mathrm{C}\mathrm{o}899\mathrm{x}^{\wedge}5+$ 2035015474 $\mathrm{x}^{arrow}4+$ 1147902781 $\mathrm{x}^{\wedge}3$
$+$ 662824084 $\mathrm{x}^{arrow}2+$ 377401575 $\mathrm{x}+$ 1103527590
(1) $\#\#\#$ Current GAL version $\#\#\#$ ( )
$***\mathrm{Z}\mathrm{p}^{-\mathrm{F}}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}$ ion, done . . . . . . 110 milli-seconds $***$ 1
Modulus $\mathrm{p}$ selected .. 4.$\ldots$ . . $:..=11$ ( )
Number of $\mathrm{z}_{\mathrm{p}^{-\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{C}}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}}\mathrm{S}$ . . . . . . . . 8 $\cdot:\cdot$. (Zp )
$***\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}$ construction, done . .. 460 milli-seconds $***$ 2 ( 1)
Modulus $\mathrm{P}^{\wedge}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . . . . . 61159090448414546291 ( Stop )
$***\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ factors, done . .. . . 1790 milli-seconds $***$ 3 ( 1)
$***\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}$ construction, done . . ; 120 milli-seconds $***$ 2 ( 2)
Modulus $\mathrm{p}^{arrow}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . . . . . 81402749386839761113321 ( )
$***\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ factors, done . . .. . 1500 milli-seconds $***$ 3 ( 2)
—– Spent 3990 $+820$ milli-seconds —-( )—-
(2) $\#\#\#$ 1st version of Preliminary Testing $\#*\#$ ( )
*** Zp-Factorization, done . . $\ldots.100$ milli-seconds $***$ $\nu$ 1
Modulus $\mathrm{p}$ selected $\ldots..\ldots..11$ ( )
Number of Zp-factors . . .. . . . . 8($\mathrm{Z}\mathrm{p}$ ) . :
*** Hensel construction, done . . . 550 milli-seconds $***$ 2
Modulus $\mathrm{p}^{\wedge}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . .. . . 81402749386839761113321 ( )
*** Combining factors, done . $i\cdot\cdot*10$ milli-seconds $***$ ; 3 ’
*** Bound for all the roots . . . . . 2.1950124458352 ( ) ’
*** Number of combi’ $\mathrm{s}$ checked . . . 162 ( Check 2 )
*** Number of products formed . . . $0$ ( )
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(1) $\#\#\#$ Current GAL version $*\#\#$
$***\mathrm{Z}\mathrm{p}$-Factorization, done . . . . . . 60 milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{p}$ selected . . . . . . . .. . 11
Number of Zp-factors , . . . . . . . 3
$***\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}$ construction, done . . . 20 milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{p}^{-}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . . . . . 14641
$***\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{m}}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ factors, done . . . . . $0$ milli-seconds $***$
$***\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}$ construction, done . . . 50 milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{P}^{\wedge}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . . . . . 214358881
$***\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ factors, done . . . . . 10 milli-seconds $***$
—- Spent 150 $+0$ milli-seconds $==========—–$
(2) $\#\#\#$ 1st Version of Preliminary Testing $\#\#\#$
$***\mathrm{z}\mathrm{p}^{-_{\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{c}}}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ , done . . , . . . 60 milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{p}$ selected . . . . . , $\ldots.11$
Number of Zp-factors . . . . . . . . 3
$***\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}$ construction, done . . $=60$ milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{P}^{\wedge}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . . . . . 214358881
$***$ Combining factors, done . . . . . $0$ milli-seconds $***$
$***$ Bound for all the roots . . . . . 3.0416666666667
$***\mathrm{N}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}$ of combi’ $\mathrm{s}$ checked . . . 3
$***$ Number of products formed . . . $0$
$=$ Spent 130 $+0$ milli-seconds $————————-$
$\mathrm{Z}_{P}$ 3 2
20 (
) 1 20 (4) $2^{q}$
$B_{1}’\ll B$ 100 %
3 $\mathrm{F}:=\mathrm{x}^{\wedge}8-40\mathrm{x}^{\sim}6+352\mathrm{x}^{\wedge}4-960\mathrm{x}^{\wedge}2+576$ (Swinnerton-Dyer Polynomial)
(1) #$# Current GAL version $\#\#\#$
$***\mathrm{Z}_{\mathrm{P}^{-}}\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ , done . . . . . . 20 milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{p}$ selected . . . . .:. . . . 11
Number of Zp-factors . . . . . . . . 4
$***$ Hensel construction, done ,.$\cdot$ . 10 $\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}-\mathrm{s}\mathrm{e}$.conds $***$
Modulus $\mathrm{p}^{arrow}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . . . . . 14641
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$***\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{m}}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ factors, done . . . . . 10 milli-seconds $***$
$***\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}$ construction, done . . . $0$ milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{p}^{\wedge}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . . . . . 161051
$***\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{m}}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ factors, done . . . . . 10 milli-seconds $***$
—- Spent 50 $+0$ milli-seconds$—.–$(2) $\#\#\#$ 1st Version of Preliminary Testing $##
$***$ Zp-Factorization, done $\ldots\cdot\cdots 10$ milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{p}$ selected . . . . . . . . . . 11
Number of Zp-factors . . . . . . . . 4
$***\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}$ construction, done . . . 20 milli-seconds $***$
Modulus $\mathrm{P}^{\wedge}(\mathrm{k}+1)$ lifted . . . . . . 161051
$***\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{m}}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ factors, done . . . . . $0$ milli-seconds $***$
$***\mathrm{B}\dot{\mathrm{o}}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{f}$or all the $\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{s}\ldots..12.64911064\dot{0}674$
$***\mathrm{N}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}$ of combi’ $\mathrm{s}$ checked . . . 10
$***\mathrm{N}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}$ of products formed . . . 2








Stepl [ $\mathrm{Z}_{P}$ ]. . . 1
Step2 $\{F_{1}^{(0\rangle}, \cdots, F_{r}(0)\}$
2.1 $\{F_{1}^{(0)}, \cdots , F_{\Gamma}^{()}.0\}$ 2 $G^{(0)}$ $H^{(0)}$
$F\equiv G^{()}0H^{(}0)$
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$
22[Hensel ] $2B$ Hensel
$.F\equiv c^{(k)}.H^{()}k\cdot(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{k+1})$
23[ ] $\mathrm{Z}$ $G^{(k)}$ $F$ $G^{(k\rangle}$ $F$ $\mathrm{Z}$
$G^{(k)}$
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Step3 $G^{(k)}$ – $F$ $\mathrm{Z}$
22 Hensel $2B$








(1) $\mathrm{Z}_{P}$ (2) $parrow p^{k+1}$ Hensel







Theorem 1( ) ( 3 )
$F(X)$ $z$
$|z| \leq 1+\frac{\max\{|a_{1}|,\cdots,|a_{d}|\}}{|a_{0}|}(=\overline{z}_{1})$ $\square$
Theorem 2( ) ( 5 )
$F(X)$ $z$
$|z|\leq \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{x}\{\sqrt[j]{m|a_{j}|/|a0|}|j=1,2, \cdots, d\}(--\overline{z}_{2})$
$m$ $a_{1},$ $a_{2},$ $\cdots$ , $a_{d}$ $0$
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Theorem 3( $B_{i}’$ )
$\overline{z}$ $G$ $b_{i}$
$|b_{i}|\leq|a_{0}|\overline{z}^{i}$
Proof. $G$ \searrow , $z_{2},$ $\cdots,$ $z_{q}$
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